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RESUMEN: Se resuelven en forma exacta las ecuaciones 
de Stokes para flujo viscoso lento en dos dimensiones, para 
diversos casos en que el flujo se desarrolla en las cercanías 
de una pared porosa. En particular, se analiza flujo esta-
cionario e impermanente confiruulo en un canal formado 
por dos paredes planas, y flujo con viscosidad espacial-
mente variable en contacto con una pared plana, que emite 
fluido en forma estacionaria. Los problemas descritos tie-
nen aplicación en fenómenos de drenaje, filtrado, control 
de capa límite por succión y otros. 
INTRODUCCIÓN 
Existe una variedad de problemas prácticos en los cuales 
hay escurrimiento de un fluido en las cercanías de una o 
más superficies sólidas porosas. La porosidad en las pare-
des implica que el fluido puede ser parcialmente absorbido 
por aquéllas, o bien que los bordes sólidos pueden emitir 
fluido que interactúa con el flujo externo. Algunos casos 
que ejemplifican lo anterior es el flujo de agua sobre terre-
nos porosos, succión de aire a través del fuselaje de una 
superficie sustentadora para control de la capa límite, emi-
sión de gases a través de sustancias filtrantes, etc. 
En general, la descripción de estos tipos de escurrimien-
tos es difícil 1, dado que naturalmente el movimiento es en 
dos o tres dimensiones, lo que implica un alto grado de no 
linealidad en las ecuaciones de movimiento2. Es igualmen-
te de interés el fenómeno cuando las propiedades del fluido 
y las características de flujo varían en el tiempo y en el 
espacio. 
El presente trabajo aborda el problema de describir flujo 
viscoso en las cercanías de paredes porosas, cuando las 
fuerzas de inercia producto de la aceleración convectiva 
son despreciables, admitiéndose variación temporal de la 
velocidad y variación espacial de la viscosidad. Se plantean 
primeramente las ecuaciones de movimiento y ciertas rela-
ciones básicas entre las variables. Las ecuaciones son re-
sueltas en forma exacta para varios casos especiales de flujo 
lento. 
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SUMMARY: The Stokes equations for creeping flow are 
so/ved for severa! two-dimensional situations where the 
flow occurs close to a porous wall. In particular, steady 
and unsteady jlow between porous parallel - plates chan-
nels and variable- viscosity flow in the vicinity of aplane 
wall that emitsfluid ata constant rate, are analysed. These 
applications are relevant in phenomena such as draining, 
filtering and boundary /ayer control by suction , among 
others. 
Ecuaciones de movimiento 
Flujo estacionario con propiedades 
constantes 
Las ecuaciones de momentum y continuidad, en dos 
dimensiones, son, para este caso, 
O = - P, + 1J..'i72u 
O= -Py + 1J..'i72v 
U, + Vy = Ü 
(1) 
(2) 
(3) 
donde (u, v) es la velocidad (x, y) son coordenadas cartesia-
nas, P es la presión piezométrica (presión y peso), 1-L es la 
viscosidad dinámica y los subíndices (x, y) representan 
derivación parcial. Las ecuaciones (1) (2) son las ecuacio-
nes de Stokes. La ecuación de continuidad (3) se satisface 
definiendo 
(4) 
ljl es la función de corriente. Aplicando el operador rotor a 
(1) (2) se tiene 
(5) 
Similarmente, derivando (1) (2) por medio del operador 
divergencia, se encuentra 
(6) 
El sistema ( 1) (2) indica que las curvas isobáricas obedecen 
la relación 
dy 
dx (7) 
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La vorticidad w se define como 
1 
w = z (v,- uy) (8) 
que, expresada en términos de la función de corriente, es 
1 'V2t!J w=--z (9) 
Considerando (9) y ( 1) (2) se concluye que P y w se pueden 
relacionar a través de funciones de la variable compleja z = 
x + i y (i = v'=l), en la forma 
F(z) = P + i¡¡..w (JO) 
donde Fes cualquier función de z. Por lo tanto, las curvas 
isobáricas y las curvas w = cte. son ortogonales entre sí. 
Flujo impermanente con propiedades 
constantes 
Para estas condiciones, las ecuaciones adoptan la forma, 
adimensionalmente, 
u, - 'V2 u = -P, (J I) 
V1 - '\72 V = - Py (12) 
Ux + Vy = 0 (13) 
En lo anterior se han usado como factores de escala U0 para 
u y v, 1 para x e y, pl2/ ¡¡.. para t y¡¡.. Ud ! para P. pes la 
densidad. 
Flujo estacionario con ¡¡.. = ¡¡.. (x, y) 
Las ecuaciones son 
O = -P, + 2 (¡¡.. u,), + [¡¡..(uy + v,)]y 
O = - Py + 2 (¡¡..vy)y + [¡¡..(uy + v,)], 
(14) 
( 15) 
en la cual k , b0 , e 1, c2, a 1, a2 y a3 son constantes y que, junto con satisfacer (5), tiene la propiedad de cumplir 
también las condiciones límites (18) y (19) . En efecto, de 
(20) se tiene 
u = k (b~ - y2) - 4c1yl + 2c2y 
v = - 4c1x3 - a1 -2a2x -3a3x2 
(21) 
(22) 
Dado que (21) es sólo una función de y, la condición u = O 
se cumple para las raíces reales de (21), de donde es posible 
generar paredes planas para diversos valores de b, al dar 
valores arbitrarios a las constantes k, b0 , c1 y c2• Por otra 
parte, la función (22) permite prescribir un conjunto de 
situaciones en que la filtración varía a lo largo de la pared. 
En la Figura 1 se ilustra la distribución de velocidades 
cuando b0 = l,c1 =c2 =a1 = a2 = a3 =0, para k = 1, 2, 3. 
Este flujo corresponde a flujo plano de Poiseuille, donde no 
hay escurrimiento a través de las paredes. La velocidad está 
dada por 
u = k (l-y2) (23) 
V= 0 (24) 
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(16) 
Las anteriores ecuaciones pueden considerarse adimensio-
nales si se utilizan los factores de escala dados para (11) 
(12) (13) y si la viscosidad física se define como ¡¡..' ¡¡..(x, y), 
donde ¡¡..' es una constante con dimensiones de viscosidad 
dinámica, que se utiliza para formar los factores de escala 
para t y P, siendo entonces ¡¡..(x, y) adimensional. 
En términos de la función de corriente, (14) (15) (16) se 
transforman en 
f.L 'V4t!J + f.Ly 'V2t!Jy + f.Lx 'V2t!Jx + 4f.Lxyt!Jxy + 2¡¡..xt!Jxyy 
+ 2¡¡..yt!Jxxy + (f.Lyy - f.Lxx) (t!Jyy - t!Jxx) + f.Ly (t!Jyyy - ~lxxy) 
- f.Lx (t!Jxyy - t!Jxxx) = O (17) 
expresión que se reduce a (5) para ¡¡.. constante. Es 
posible apreciar que la variación espacial de la viscosidad 
complica considerablemente la ecuación de movimiento. 
Casos de estudio 
Flujo estacionario 
entre paredes porosas paralelas 
Considérese un canal formado por dos paredes planas infi-
nitas y paralelas separadas por una distancia 2b. Si el eje x 
se ubica paralelo a las placas en el plano medio e y es 
normal a x, entonces la velocidad debe cumplir las siguien-
tes condiciones de contorno, a saber 
u (x, ± b) = O 
v (x, ± b) :f O 
(18) 
(19) 
La ecuación ( 18) impone la condición de no-deslizamiento 
y (19) admite filtración normal a la pared. 
Una familia de flujos físicamente posibles se genera a 
partir de la relación 
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Figura l. Aujo plano de Poiseuille para tres valores del gra-
diente de presiones. 
La definición de tiJ en la forma 
3 tiJ = 2 (y - -L.)+ X 
3 
(25) 
determina la velocidad como 
u = 2 (J-y2) 
V= - 1 
(26) 
(27) 
expresiones que describen un flujo donde la velocidad en 
sentido de x conserva la forma de Poiseuille, pero a ella se 
superpone una velocidad de emisión constante en la pared 
superior, y una velocidad de succión constante en la pared 
inferior. Las líneas de corriente que se generan en el presen-
te caso se muestran en la Figura 2. 
Similarmente, la ecuación 
conduce a 
u = 2( l-y2) 
v = - x 
(28) 
(29) 
(30) 
Las relaciones (29) y (30) representan flujo donde a 
través de las paredes se filtra fluido con velocidad, cuyo 
valor absoluto crece en x . Las líneas de corriente asociadas 
a (29) (30) aparecen graficadas en la Figura 3. 
En el últ imo ejemplo aquí presentado, la función de 
corriente adopta la forma 
ljl = 2 (y- _r_)+ _E_ (3 1) 
3 3 
y, consecuentemente, la velocidad queda dada por 
u = 2 ,( 1 - y2) (32) 
v = -x2 (33) 
La ecuación (33) implica filtración normal a la pared 
con velocidad cuyo valor absoluto crece cuadráticamente 
con x, situación que se describe en la Figura 4 . 
y 
En los cuatro casos analizados la componente de la 
velocidad paralela a las placas es la misma, y se varía la 
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velocidad de filtración v. El efecto de ésta es alterar nota-
blemente la configuración de las líneas de corriente. 
Flujo impermanente entre paredes 
porosas paralelas 
La función 
3 
ljl = k (b2y - _lj--)+ <l>(t)x (34) 
satisface (5) y genera un campo de velocidades dado por 
u = k (b2 - y2) (35) 
V = - <l>(t) (36) 
que representa flujo no estacionario entre paredes planas 
porosas, donde la variación temporal es aportada por la 
componente v de la velocidad, a través de la función 
arbitraria <t> . 
La presión es 
P = P 0 - 2kx + <l>1y (37) 
y P0 es el valor de la presión en el origen. En el presente 
estudio se ha definido 
<t> = sen 4t ; P 0 = 32 (38) 
Las Figuras 5, 6 y 7 describen las líneas de corriente e 
isobáricas para k = 2, b = 1 y para tres instantes de tiempo , 
dentro de Jos cuales el flujo emitido por las paredes oscila 
periódicamente . 
Flujo estacionario con 1.1. = ~.t. (x, y) 
Cuando la viscosidad varía espacialmente la ecuación de 
movimiento es ( 17). Una familia de soluciones de ( 17), que 
representan flujo en las cercanías de una pared porosa, se 
obtiene al definir 
ljl = a x2 + by2 + ex + dy (39) 
9 10 o 2 
X )J 
Figura 2. Lineas de corriente para velocidad constante de emisión y succión en las paredes. 
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Figura 3. Lineas de corriente para velocidad de emisión y succión en las paredes linealmente variable en x. 
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Figura 4. Lineas de corriente para velocidad de emisión y succión en las paredes cuadráticamente variable en x. 
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Figura S. Lineas de corriente(--) y lineas isobáricas(--.--) para velocidad de emisión y succión en las paredes 
periódicamente variable. t = ,./16 .. 
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Figura 6. Lineas de corriente (--) y lineas isobáricas (--.--) para velocidad de emisión y succión en las paredes 
periódicamente variable. t = 11'18. 
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Figura 7. Lineas de corriente(--) y líneas isobáricas(--.--) para velocidad de emisión y succión en las paredes 
periódicamente variable. t = 3 11'18. 
con a, b, e, d constantes. De esta forma (17) se reduce a 
(40) 
En este caso, y en atención a (39), IJ¡yy- IJixx = 2 (b-a). Si b 
f. a, entonces (40) se cumple si 
11-yy - 1-1-xx = O 
En particular, sea 
o/= y2 _ x2 
y 
entonces 
P = P0 - 4(x - y) 
(41) 
(42) 
(43) 
(44) 
lo cual representa el flujo descrito en la Figura 8, flujo 
donde existe una superficie libre de presión constante P 0 y 
donde la viscosidad y la presión se distribuyen en planos 
isoviscosos e isobáricos, paralelos a la superficie libre. El 
eje ox representa una pared porosa que emite fluido normal-
mente a sí misma. 
Si ahora 
IJ. = IJ.o + x2 + y2 
la presión está dada por 
P = Po+ 8 xy 
(45) 
(46) 
flujo donde las líneas de corriente son similares al caso 
anterior, pero donde ahora la viscosidad y la presión se 
distribuyen en forma más compleja, según lo ilustra la 
Figura 9. 
45 
46 
P=Po .U= .U o 
+ 
Figura 8. Lineas de corriente, isoviscosas e isobáricas cuando fol. = f.Lo + x- y. 
P= Po•8x1 
JJ= .Uo• 2 xZ 
+ 
Figura 9. Líneas de corriente, isoviscosas e isobáricas cuando fol. = f.Lo + x2 - yl. 
CONCLUSIÓN 
El análisis de fonnas simples dadas a priori para la función 
de corriente aquí planteado pennite describir en términos 
exactos el campo de velocidades, de presión y de viscosi-
dad cuando existen paredes porosas. El estudio entrega una 
variedad de situaciones que conducen a flujos de estructu-
ras no elementales, donde tanto la configuración del flujo 
como las propiedades del fluido pueden variar en el tiempo 
o en el espacio. 
El método admite otras variantes que no se han explora-
do y que podrían conducir a otros resultados de interés 
práctico. 
AGRADECIMIENTOS 
Los autores agradecen el apoyo otorgado a este trabajo por 
el Departamento de Investigaciones Científicas y Tecnoló-
gicas a través del proyecto Desarrollo de Modelos de Siste-
mas Mecánicos. 
REFERENCIAS 
l. YAN, G . and WANG, M. The Complex- Variable Method in 
Stokes Flow and its Applications. XVII Internacional Congress 
of Theoretical and Applied Mechanics, Grenoble, France, 
1988. 
2. CuRRJE, I.G . Fundamental Mechanics of Fluids , McGraw-
Hill . 1974, pp. 247-249. 
47 
